Unas notas sobre el Modelo de Solow-Swan.

Revisado en octubre de 2023.

Un resumen muy personal.

El crecimiento requiere Inversion. Sin embargo, la Inversion no causa el

crecimiento. Es necesario explicar por qué se invierte.

Un nino necesita comida para crecer. Pero el proceso de crecimiento tiene
unas bases biolégicas que no se alteran sustancialmente comiendo mas. Por
ejemplo, no se puede pretender jugar al baloncesto profesional a base de

comer mucho si tus padres y tus abuelos miden 1,50.

Se sigue el Capitulo 1 de Apuntes de Crecimiento Econoémico de Sala 1

Martin.
El modelo de Solow considera una economia cerrada y sin sector publico.

Modelo del Flujo Circular de la Renta en una economia cerrada y sin

sector publico.

Produccion = Renta.

La produccién remunera a los factores que intervienen.
Renta = Gasto.

La renta se gasta en la produccion.

Gasto = Produccion.

El gasto consiste en usar los bienes que se producen.

Identidad Macroeconomica Fundamental.



Produccién = Renta = Gasto.

Produccion.
La Produccion se refiere a un tnico producto a un agregado.

La Produccion es funcién de dos Factores Rivales: Capital (K) y Trabajo (L)
y de un Factor no Rival: la Tecnologia (A). Se representa por la Funcion de

Produccién: F(4,K,L)

Factores Rivales. El uso en una actividad implica la imposibilidad de ser
usado en otra actividad al mismo tiempo. Una parcela de tierra que se usa

como campo de futbol no puede ser usada como huerta.

Factores No Rivales. El uso en una actividad no impide el uso en otra al
mismo tiempo. Las reglas de la aritmética son un factor de produccion. El
nivel de produccién seria mas bajo sin estas reglas. Se pueden usar al mismo

tiempo en diversas actividades.

Propiedades de la Funcion de Produccion.
Producto Marginal Positivo de los factores de produccion.
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Producto Marginal Decreciente de los factores de produccion.
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El proceso productivo presenta Rendimientos Constantes a Escala. Desde un
punto de vista matematico, esta propiedad implica que la Funcion de

Produccion es homogénea de grado 1 en los Factores Rivales.
F(A,AK,AL)=AF(A,K,L)

Una implicacién importante.
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El objeto en el lado izquierdo es la Produccion per Capita. El lado derecho
representa la produccién de un trabajador que disponga del Capital per

Capita de la economia.
Una cuestion de notacion.

Hemos llegado a que:
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Usando la notacién de letra mintscula para los valores per capita se tiene

que:
y= F(A,k,l)

La funcién a la derecha es la funcién de produccion per capita. Siguiendo
con la convencion de usar letras minusculas para los valores per capita, se

escribe:

F(A4,k,1)= f(4,k)



Ejemplos de Funciones de Produccién:

F(4,K)=aJK F(LK)=VK F(2,K)=2VK
F(4,K,L)=AK“I’ F(A4,K,L)=AK“L™ F(1,K,L)=K""
F(LK,L)=K*1% F(LK,L)=K*1% F(2,K,L)=2K"I*

Funciones de Producciéon per capita:
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Renta.

Remuneracién de los Factores Productivos.

Destinos de la Renta (Y) en una economia sin Sector Publico.

1. E1 Consumo (C) destinado a producir bienestar presente.

11. El Ahorro (S) destinado a producir bienestar en el futuro.
Y=C+S.

Supuesto simplificador.

Se destina al consumo (C) una proporcion (I- s) de la Renta (Y).

C=(1-5)Y.

(1- s) se denomina Propension Marginal al Consumo. Es decir, la proporcién

de la Renta (Y) destinada al Consumo.



El Ahorro se puede calcular como:

S=Y—C=Y—(1—S)Y
S=sY

Donde s es la Propension Marginal al Ahorro. Es decir, la proporcién de la

Renta (Y) destinada al Ahorro.

Implicaciones de la Identidad Macroeconémica.

Renta = Produccién.
Y=F(4,K,L).

Renta = Gasto.
Y=DA.
Produccion = Gasto.

F(A,K,L)=DA.

Salario, rendimiento por unidad de capital, masa salarial, remuneracion del

capital.

En equilibrio el salario (w) se iguala con el Producto Marginal del Trabajo y

el rendimiento unitario del capital (r) con el Producto Marginal del Capital.
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La remuneracion total del trabajo y la remuneracion total del capital se

pueden escribir como:
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La participacion de la remuneracion del trabajo en el producto total (Sz) y la
participaciéon de la remuneracién del capital en el producto total (Sk) se

pueden escribir como:
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de Producciéon Cobb-Douglas se tiene que:
F(A4,K,L)= AK“L"
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Usando este resultado, la remuneracion del Capital y del Trabajo es:

rK=aAK“'L*K wL=(1-a)AK“L"L
rK=aAK“L™ wL=(1-a)AK*L™
rK=aY wL=(1-a)Y

La participacion de la remuneracion del trabajo en el producto total (Sz) y la
participaciéon de la remuneracién del capital en el producto total (Sk) se

pueden escribir como:

En una Funcion de Produccion Cobb-Douglas las participaciones de la
remuneracion del capital y del trabajo en el producto coinciden con los

exponentes de los factores de produccién en la funcién de produccion.

Gasto.

La Demanda Agregada (DA) en una economia cerrada y sin sector

publico es igual a la suma del Consumo (C) y la Inversion (I).



DA=C+1.

Una parte del gasto se destina a satisfacer las necesidades de los hogares.

Es el Consumo (C). Se habia supuesto que C=(1-s)Y .

La inversion (/) es la parte de la producciéon compuesta de bienes que

permiten la produccién futura.

La Inversion (I) va destinada a cubrir la Depreciacion (D) y a incrementar el

stock de Capital K =a;_lt<.

I=K+D.
Algunas ideas interesantes:

I=D=K=0
I>D=K>0
I<D=K<0
I=0=K=-D

La primera linea significa que la Inversiéon tiene que ser igual a la
Depreciacion para que se mantengan el Stock de Capital. Si la Inversion es
mayor que la Depreciacion hay un incremento del Stock de Capital y

viceversa.

Por ultimo, si no hay Inversion, el Stock de Capital se reduce en la cuantia

de la Depreciacion.

. dK : ., : :
K :7 es la parte de la inversion destinada a incrementar el Stock de
t

Capital. Se le conoce como Inversion Neta.

D es la parte de la Inversion destinada a cubrir la Depreciacion. Es decir, el

desgaste del Stock de Capital. Se supone que:



D=06K.

Es decir, que la Depreciacion supone una proporcion § del Stock de Capital

(K).

Se tiene finalmente que:

1=K +0K

Las ideas anteriores se conectan usando las Identidades Macroeconomicas
Fundamentales para crear la Ecuacion Fundamental del Modelo de

Solow.

Renta = Gasto.

Y=DA.
Y=DA
DA=C+1
DA=(1-s)Y +1
Y=(1-s5)Y+I
sY=1

Renta = Produccidn.

Y=F(4,K,L).

sF(A,K,L)=1
sF(A4,K,L)=K+6K
K =sF(4,K,L)-0K

Esta ecuacion constituye el ntcleo del Modelo de Solow. Esta ecuacion tiene

una descripciéon de la dinamica del stock de capital.

Modelo de Solow en términos per capita.



Las variables per capita se representan por la letra minudscula

. . .. K
correspondiente. En concreto, el Capital per Cdpita sz y la Renta per

, . Y . . . .
Capita y= I En ambos casos, la variable absoluta se divide por la variable

L que representa el trabajo.

El trabajo (L) se considera una variable exdgena que crece a una tasa de

. , L
crecimiento constante y exdogena n. Por tanto, z =ny L=Le".

A continuaciéon, se desarrolla la ecuacidon que describe la dinamica del

. . .- dk . .
Capital per Capita. Es decir, k= I Derivando con respecto al tiempo en la

., K .
expresion k = 7 se tiene que:
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Intuiciones de este resultado.
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En ausencia de inversion neta (K =0), el crecimiento poblacional reduce el

capital per capita en la misma tasa a la que crece la poblacion.

Dos ecuaciones a considerar:



Dividiendo la primera de ellas por L se tiene que:

K =sF(A4,K,L)-0K

=5— " 75—
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Usando la notacién per capita se tiene que:

K

Zzsf(A,k)—ék
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L

k=sf(A4,k)-(n+5)k

Esta es la ecuacion que define el Modelo de Solow.

Efectos de los cambios en los parametros del modelo de Solow

Representaciéon grafica del modelo de Solow en términos per capita.
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Representaciéon grafica del incremento de la tasa de ahorro de s a s’ (s>s)
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La funcién de produccién per capita y la recta que representa la

depreciacién no cambian.
La curva de ahorro se desplaza hacia arriba.
En el estado estacionario original (k¥):

1. Disminuye el consumo per capita

2. Aumenta en la misma cantidad el cambio del capital per capita por

unidad de tiempo.

3. La economia crece a una tasa cada vez mas baja hasta llegar al nuevo

estado estacionario (R*¥).

Representacion grafica de una reducciéon de la tasa de crecimiento

poblacional de n a n’ (n’>n)
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La funciéon de produccién y de ahorro no cambian. La recta de depreciacién

gira en el sentido de las agujas del reloj.
En el estado estacionario original (k¥):
El consumo per capita no cambia.

El cambio temporal del capital per capita se hace positivo. Eso permite a la
economia crecer a una tasa cada vez mas baja hasta llegar al nuevo estado

estacionario (k*%*).

Representacion grdfica del cambio técnico de A a A’ (A>A)

Se desplaza la funciéon de produccion y la funcién de ahorro. En el estado

estacionario original (k*):
Se incrementa el consumo per capita.
Se hace positivo el cambio en el stock de capital per capita.

La economia crece a una tasa cada vez mas baja hasta llegar al nuevo estado

estacionario (k*%*).

Relacion entre el crecimiento del stock de capital per capita, el crecimiento

del producto (renta) per capita y el crecimiento del consumo per cdpita.
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y=1(4,k)
y=f'(4k)k
¢=(1-s)y

k>0=5>0=¢>0

Analisis de la Tasa de Crecimiento Econdmico.

Modelo de Solow en términos per capita.
k=sf(A4,k)-(n+5)k

Se hace el analisis con una Funcion de Produccién per capita Cobb-Douglas.

Y =AK“L™
Z_AKOZLI—OI_AKOZLI—(I_A 5 o
L L 'L~ L
y=Ak”

Modelo de Solow con Funcion de Produccion Cobb-Douglas.

k= sAk“ —(n+03)k

Tasa de Crecimiento del Capital per capita.

E._ sAk® _(l’l+5)k
ko k k

k a-1

;:sAk —(n+5)
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Presentaciones alternativas:

= sk — (n + 5)

S
= k(lfa) _(n + 5)

Ll R [

a>0: Esta condiciéon es necesaria para que el Producto Marginal del

Capital sea positivo.

a <1: Esta condicién es necesaria para que la Funcion de Produccion tenga

Rendimientos Contantes a Escala.

sA

Por tanto, 1-a>0. En consecuencia sAk7(17“)=Wes una Funcion

decreciente con el Stock de Capital.

Andlisis Grafico.
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Adelantar la Hip6tesis de Convergencia.
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Tasa de Crecimiento. Analisis general.
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Tasa de Crecimiento de la Renta per capita.

y=Ak"
Iny=InAd+alnk
y_,k
v k

En general:

y=f(A,k)

v=1"(4.k)k
X'Zf'(A,k)k:f'(A,k)k
y  f(4.k) f(4,k)
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